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@ Izradunati zap;eminu tijela ogran‘iéenog povriima:
104, z=x2+y, y=x2, x=1, z=0.,

105. z=xp, y=0, x=0, z=0, x*+)y>=r2
Rjefenja:

104. Zapremina tljela V ogranienog sa ravni 240 povrsi z=f(x, ¥)
(z>0) i cilindrom koji 1zrezuje oblast D (x, y)-ravni, a ima izvodnice para-
lelne sa z-osom, data je sa

V= ff f(x, y)dxdy.
-D.

U ovom slutaju povr§ z=f(x, y) je paraboloid z=x2+ y? (slika 18a) dok
je oblast D data na slici 18b.

\ z|

S

|
} y
/
/
/ |
& — 1
-1 0 1 X
x
Sl 18a Sl. 18b
Bice
V= ff(x2+y2)dxdy fdxf(x2+y2)dy—~l—s—5—
q 105. Tijelo V se sastoji iz detiri
jednaka dijela od kojih su dva ispod
r ravni z=0 (sl. 19). Bice

_ + | r Vo
s V=4fxdxf ydy =
r x 0 [\]

r

4
=2fx(r2—x2)dx=’?.

0

Sl 19



X3
106. z=4—)?, y—?,z 0.

@ Izra¢unati zépreminu tijela ograniéenog povr§ima:
RjeSenja:
106 Povr§ z=4— y? je paraboli¢ni cilindar okomit na ravan yOz, a povr§
—-2— je paraboli¢ni cilindar okomit na ‘ravan xOy (sl. 20). Tijelo V pro-

2
jektuje se na oblast D u ravni z=0 ogranidnu parabolom y=x7 i pres-

jekom cilindra z=4—y? i ravni z=0 (sl. 21).

4 2
r=3
(-2,2) (2,2)
-2 0 p. X
SI. 20 SI. 21
2 2
V= ff(4 y?)dxdy = fdxf(4 y)dy= 2fdxf(4 y?)dy =
-2  x2
2 ?

2
dx=2f 8—-8——2x2+x—6)dx——2£6—
3 21

0



@ Izralunati zapreminu tijela ogranienog povrima:
107. z=1-4x2—y2, z=0.
RjeSenja:

107. Paraboloid z=1—-4 x2— Je okrenut nadolje, i sijede se sa rav-
ni z=0 po elipsi 4x2+y*=1 (sl 22 i sl. 23). Zato je

12 Vi—4x2

V= ff(1—4x YW= [dx [ (1-4x—))dy=
-2 _yisaw

12 Vizaxz 12

—4fdx [(1—4):2 2)dy———f(l 4x2)2dx

Smjenom 2 x= “sin¢ dobija se

/2

/2
: 1+cos2t\? T .
V=—4— cos‘tdt=-4—-f( + ) dt=—.
3 3 2

0
J

SI. 22 S 23

~|-.
N~




Zadaci za vjezbu

Zapremina tela. I

U zadacima 3559 — 3596 pomoéu dvojnih integrala naéi zapremine
tela ograni¥enih datim povrS§ima (parametre koji ulaze u uslove zadatka sma-
trati pozitivnim veli¢inama).

3559. Koordinatnim ravnima, ravnima x=4 i y=4 i obrtnim parabo-
loidom z=x2+3%+1.

3560. Koordinatnim ravnima, ravnima x=a, y=b i eliptinim parabolo-

yz

idom z=£+~—-.

3561. Ravnima x=0, y=0, z=0 i ic—+ : +—z-=l (piramida).
a \

3562. Ravnima y=0, z=0, 3x+y=6, 3x+2y=12 i x+y+2z=6.

3563. Obrtnim paraboloidom z=x2+)? koordinatnim ravnima i ravni
x+y=1.

3564. Obrtnim paraboloidom z=x2+)* i ravnima z=0, y=1, y=2x
i y=6—x.

3565. Cilindrima y=)x, y=2)/x i ravnima z=0 i x+z=6.
3566. Cilindrom z=—;—yziravnima x=0, y=0, =0 i 2x+3 y—12=0.

3567. Cilindrom z=9—)?, koordinatnim ravnima i ravni 3Ix+4y=
=12 (y=0). ’

3568. Cilindrom z=4—x2, koordinatnim ravnima i ravni 2x + y=4 (x=0).

3569. Cilindrom 2y?=x i ravnima —:—+ % + % =11iz=0,

3570. KruZnim cilindrom poluprenika r, &ja se osa poklapa sa ordi-

. . . ; . X
natnom osom, koordinatnim ravnima i ravni —+L=l.
r a -

3571. Eliptiénim cilindorom §+y~’-= 1 i ravnima z=12—3 x—4 yiz=1.
3572. Cilindrima x24 )2=R? i x>+ 22=R2
3573. Cilindrima z=4—)% y=—2— i ravni z=0.
o 3
3574. Cilindrima x4 y*=R?, z= % i ravni z=0 (x>0)><

3575. Hiperboli¢nim paraboloidom z=x2—3y? i ravnima z=01i x=3.

3576. Hiperboli¢nim paraboloidom z=xy, cilindrom y=Vx i ravnima

3577. Paraboloidom z=x2+ )2 cilindrom y=x? i ravnima y=1 i z=0.

: 2 22 . . b .
) ?578. Elipti¢nim cilindrom %2— +~—;;==1 i ravnima y=;—x, y=9 i
z2=0 (x>0). :
3579. Paraboloidom z:=izlx-2i'y2 i ravni z=0.
\ : p

3580. Cilindrima y=¢*, y=€~, z=€*—)" i ravni z= 0.
3581, Cilindrima y=Inx i z=In?x i ravnima z=0 i y+z=1.
3582¢. Cilindrima z=Inx i z=Iny i ravnima z=0ix+y=2e (x>1).

e g . .. (x+y)? ki cili
3583. Cilindrima y=x+sinx, y=x—sinx 1 z= e (paraboli&ki cilin-
dar &ije su izvodnice paralelne pravoj x—y=0, z=0) i ravni z=0 (0<x<

<=w, y>0). -

Rjesenja

2 ab (@ B
3559, 186 — . 3560.—(—+—).

3 6\p g
3561. “”‘T 3562. 12.
3563 1 3564, 1:;E
. 6 . . 32'
48
3568. 5 V6. 3566. 16. 3567. 4S.
3568. 13l 3569 16-1—
3 . (] 5 .
357o.ar’(-’-"-—i). 38571. 22x.
4 3
16 4
— 3 —
3572, 33. 3573. 1221.
3574 AR 3875. 27. 3576. 3
" 15q*° T 8’
88 1
3877. —. 3578. —abc.
105 3
1
asm. 2. asso. z(ea—z“+ )
4 9
3581. 3e—8.

3582%, 4e—e*—1. Telo je simetritno

u odnosu na ravan y=x.

35
3583, 2(#-;).



" 3584, Konusnom povriinom 22 = xy (sl. 66),
clhndrom V_ X+ V. 1i ravm z=0. v

Rjesenja

sl. 66 . SL. 67 x
3684. —. 3585. —. 3586. "k
" 3585. Konusnom povr§mom 4 y’=x(2—-z) (parabohém konus, sl. 67) i
ravnima z=0 i x+2z=2. ' 3587. 40w, 3588. 2.

3586. PovrS§inom z=cosx-cosy i ravnima x=0, y=0, z=0 i x+y.;_7f. 3589 —S—nx" 3990, ina,
-5 R . 5w

3587. Cilindrom x>+ 3»*=4 i ravnima z=0 i z=x+y+10."

.4 ® 2 a
3588. Cilindrom x2+)*=2x i ravnima 2x—z=0 i 4x—z=0, 1. 4 ('z“'?)' 3892 %
3589. Cilindrom x2+ y*= R?, paraboloidom Rz=2 R2+x2+ y? i ravniz=0. 2593 15 (3_7_: 1
- . 2. “8\s )
3590. Cilindrom x2+ y?>=2ax, paraboloidom z= —x—-*'—‘?-z-‘ i ravni z=0,
. a 3594, l(f._.]) 3598 “_ﬁ
3591. Sferom x?+y*+z*=@* i cilindtam x?+ y? = ax (Vivijanijev problem). 2\2 /) T n
. - X¥ g . . = R*h 1
3592. Hiperboli€kim paraboloidom »w-2; cilindrom x2+)y?=ax i ravni 16 2
|

z=0 (x>0, y>0).

3598. 2. 3599. nab.
3593. Cilindrima x*+4 y*=x i x¥+Fmdx, parabolondom z=Xx2+ y2 i rav-

nima x+y=0, x—y=0 i z=0. 3600-? 3601.-1;.
3594. Cilindrima x2+)?=2x, x2+)*=2y i ravnima z=x+2y i z=0. S
3595. Konusnom povrSinom z2=Xxy i cilindrom (x2+3%)?=2xy (x>0, 3602%, = ma’; preti na
y>0, z>0). , 3
o N : : polarne koordinate.  3603. T
3596. Helikoidom (,,spiralne lestvice**) z = harctg -—’-'-, cilindrom x2+ y?= R3 5
x ‘ : 2
i ravnima x=01i z=0 (x>0, y>0). ‘ 3604. 2a%.  3608. 3
\ 1 1
Povriina ravne oblasti » 60 1260

U zadacima 3597 — 3608 pomocu dvojnih integrala naéi povrSme na-
vedenih oblasti.

3597. Oblasti ogranitene mavama x=0, y=0, x+y=1.
3598. Oblasti ogranitene pravama y=x, y=5x, x=1.
3599. Oblasti ogranigene elipsom 1:—: + %; =1. |

- bz b
3600. Oblasti ograni¥ene parabolom y’=—;x i pravom ya-—a_—x.'
3601. Oblasti ogranitene parabolama y= Vx, y=2Vx i pravox\x'l"\bx-‘i,.
3602*. Oblasti ograniene krivom (x2+ )?)?= 2ax? :
3603. Oblasti ogranidene krivom (x2+ y2)?=x4+ )4,
3604. Oblasti ogranitene krivom (x2+ Y= 2a’ (x’— ») (Bernulueva

lemniskata). ,,
3605. Oblasti ogranitene petljom krive .x’+ y= 2xy koja lei o prvom"
kvadrantu.
3606. Oblasti ogranitene petljom krive (x+y)*=xy koja leZi u prvom
kvadrantu.

3607. Oblasti ograniene petljom krive (x+ y)’=x?y* koja leZi u prvom
kvadrantu.



3608. Oblasti-ograniene linijom
2 " x2 oy x4yt
Dy (Z+2) =2, 2)(—+y—) - I3¥
a b c2 4 9 25
Povriina povr§i

3626. Izrakunati povrSinu onbg dela ravni 6x+3y+ 2z=12 koji, leZi u
prvom oktantu.

3627. Izraluuati povr$inu onog dela povrdi z2=2xy koji se pro;cktu%e
na pravougaonik u ravmni z=0, ograniéen pravama x=0. y=0, x=3, y=6.

3628. Na¢i povriinu onog dela konusa 22=x2+ )2 koji leZi izmedu ko-
ordinatne ravni Oxy i ravni z=1/§(_’.2‘_+- 1).

U zadacima 3629 — 3639 naéi povriine nazn. 4 delova datih povrsi.
3629. Dela z2=-x2+)? isefenog cilindrom z2= 2 py.
3630*. Dela y*+2z2=x2, koji leZi unatar cilindra x2+ y2-- R2,

3631. Dela y*+22=x?, koji isecaju cilindar x2—y?-a? i ravni y=b i
y=—b.

3632. Dela 22=4x, koji isecaju cilindar y2=4x i ravan x- 1.
3633. Dela z=xy, isedenog cilindrom x2+ y2= R2,

3634. Dela 2z=x?+)? isetenog cilindrom x*+y?=1.

3635. Dela x2+ y?+ z2=a?, ise¥enog cilindrom. x2 + y? — R (R<a).
3636. Dela x2+ y*+22= R?, iselenog cilindrom x2+ y2= Rx,

2637. Dela x?+ y?+z2=R?, koga iseca ,lemniskatni* cilindar (x2+ y?)? =
= R%(x2—»?).

3638. Dela z= x':+y koji leZi u prvom oktantu i ise¢en je cilindrima
+

xX2+)2=11i x24+y2=4,
3639. Dela (xcosa + ysin«)?+ 22 = a?, koji lezi u prvom oktantu (a<%) .

3640*. Izralunati povriinu dela zemljine kugle (smatrajuéi zemlju loptom
polupretnika R~ 6400 km) ogranienog meridijanima ¢=30°i ¢=60° i upo-
rednicina 0=45° i 6=60°

3641. Izratunati ukupnu povriinu tela ogranitenog sférom x2+ y? + z2 = 3q?
i paraboloidom x2+3)?=2az (z>0).

3642. Ose dva istovetna cilindra polupretnika R seku se pod pravim
uglom; naci povrsinu onog dela jednog cilindra koji leZi u drugom cilindru.

Rjesenja
3608*. l)%; 2) ;—:w;

iskoristiti tvrdenje formulisano

‘u zad. 3%41,

3626. 14. 3627. 36.
3628. 8n. 3269, 2 VZnp*

3630*. 2nR?, Projicirati
povr§inu na ravan Oyz.

16
3631. 8 V2ab. 3632 ?(Vs—l).

2w 3
3633. —3-’{(1+R=)2-1}.

3634. 2—3-"( V8—1).

3635. 4na(a—Va@—R?).
.3636. 2R? (n—2).
3637. 2R (x+4—4V2).

3638. %’ (3—V2—V3—

_Q n2+V2In(V3+V3).

2q*
3639. — .
. sin2a
nR* '
3640*. (V3=V2)=i3,42.10° km?.

12
Preéi na sferne koordinate.

16 -
3641. ?na‘. 3642. S8R
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Racunanje teziSta tijela

U slijede¢im zadacima izraunajte koordinate teZista tijela (oblasti) Q
ogranic¢enog datim povrSima!

1. Q:z2=xyAx=5Ay=5A2z=0.

RjeSenje: najprije c¢emo izraCunati zapreminu date oblasti Q. OCcito je
0<z<.xy,aiz z° =xy slijedi xy>0,paje 0<x<5A0<y<5. Zato je

s s Jw 5 5 5 2 500
v = [dx [dy [ dz = _[\/;dxj.\/;dy:(jx/;dx] =5
Dalj; im;mo ila je 0 0 0
_ 9 3 5w 9 3 s 5 9 3 % 5 %
x=%6[xdx6[dy(!dz=%0j‘x xdxa’.\/;dy=%6‘-x dxafy dy=...=3.

Ocigledno je x= ; Najzad,

_ 15 5 2
z—— dxj j ﬁ EJde-[ IOOO[

1000 2 2 32

0 0

52
] 9 25 25 45

Dakle, teziste ima koordinate 7 (3 3 %)

2. Q:z=3-x"-y*z=0.

Rjesenje: UveS¢emo cilindri¢ne koordinate. Tada se ) preslikava u oblast:
Q':z=3-p",z=0.

U presjeku ove dvije povrsi se dobija kruznica p* =3 = p = V3. Zato je
0<p<2r, 0< p</3,0<z<3-p*. Odatle slijedi:

2z J3 3—,02 J3 3
V= ijdgoddeZ J.d(z)jpdp I dz=2rm jp(3—p2)dp=27r I(3p—p3)dp=
Q' 0 0 0 0 0
3

2 4
S| 32 P | o[ 2220207
2 4 ) 2 4) 2

Sada moZemo izraCunati koordinate teZista tijela:

:—Iﬂxdxdydz——jﬂpcosgo pd(pdpdz—— Icos¢d¢f'[p cz’,z)3j3 dz=0

jer je
2
jcos @dp = 0. Na isti na¢in dobijamo da je y = 0. [ najzad,

0



2

Ci

U posljednjem integralu zgodno je uzeti smjenu 3 — p° =¢. DOblja se dalje da je

<L ffpeapapc= 2 Tao fpap f -e
/4 i Or 0 0

z=— —-(;jdt =...=1. Znadi, T(0,0,1).

Napomena: U nekim slu¢ajevima mozemo 1 bez racunanja odmah zakljuciti da je
neka od koordinata teziSta jednaka nuli. Radi se o slu¢ajevima kada su jednaCine
povrsi koje opisuju oblast 2 simetri¢ne u odnosu na neku od promjenljivih x, y ili
z. Tako npr. u posljednjem zadatku, ako

ozna¢imo f'(x, y,z) = z—(3—x2 —yz) =x*+y* —z-3, imamo daje
f(xy,2)=f(-x,.2)i f(xy,2)= f(x,-y,z), $to znati da je funkcija
f (x, v, z) simetri¢na u odnosu na x 1 u odnosu na y. Zato smo dobili da je

x=y=0.

Zadaci za samostalan rad:
2

3. Q:z:y?,x:(),yzo,z:o,2x+3y—12:O.

4., xX’+y*+z°=a’, x’+y* =ax.
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Zadaci za vjezbu

N ’ Zapremina tela. II

U zadacima 3609 — 3625 pomoéu trojnih integrala izrafunati zapremine
tela ograméemh datim povriinama (parametre koji ulaze u uslove zadatka
smatrati pozitivnim veli¢inama).

3609. Cilindrima z=4—)? i z=)*>+2 i ravnima x=—1 i x=2.

3610. Paraboloidima z=x2+)* i z=x2+2)* i ravnima y=x, y=2Xx
ix=1

3611. Paraboloidima z=x2+3? i z=2x2+2)? cilindrom y=x? i rav-
ni y=2x.

3612. Cilindrima z=In(x+ 2) i z=In(6—x) i ravnima x=0, x+y=2
i x—y=2,

3613*. Paraboloidom (x—1)2+y*=z i ravni 2x+z 2.

3614*. Paraboloidom z=x2+)y? i ravni z=x+y.

3615*. Sferom x2+ y2+22=4 i paraboloidom x2+)?=3z. :

3616. Sferom x*+)?+22=R? i paraboloidom x2+y2=R (R—22) (z0).

3617. Paraboloidom z=x?+y? i konusom z%=xy.

3618. Sferom x2+)*+22=4 Rz—3 R? i konusom z2=4 (x2+ %) (misli se
pa deo loptine zapremine koji leZi unutar konusa). .

3619%. (x*+ )2+ 2P =a’x.

3620. (x2+ y*+ z9)%=axyz.

3621, (+ P+ =azh 3622 (4422 =
3623. (x2+)*+ 293 =a (x*+ )%

3624. (2 + )+ 4= z.

3625. x2+y2+22=1, x2+)*+22=16, 22=x2+y% x=0, y=0, z=0
(x>0, y>0, z=0). : :

as z2
x24y?’

Teii§ta homogenih tela

- U zadacima 3666 — 3672 nali te%ifta homogenih tela ogranigenih datxm
povriinama.

3666. Ravnima x= 0 =0, z=0, x=2,
&eni paralelepiped).

3667. Elipsoidom s + = »

y=4ix+y+z=8 (koso zase-
52 : ,
Ry +-c;=l i koordmatmm ravnima (misli se na
deo elipsoida koji leZi u prvom oktantu).

~ 3668. Cilindrom z-—-—J;-z- i ravnima x=0, y=0, z=0 i 2x+3y—12=0.

3669. Cilindrima y=V*, y=2)x i ravnima z=0 i x+z=0.

2
3670. Paraboloidom z= x2+y2
; a

i sferom x*+y*+22=3a? (;>0)

3671. Sferom x2+)?+4+22=R? i konusom 7 tg a= V J&'2 +) (loptm isetak).
3672. (x2+y*+2?)%=a’z.

[ ] \Y4 [ ]
Rjesenja
3666. E_--g, n-%—:, (-%. 3667. E-—-a. 'q-;b K-%c.

6 12 . 8
3668, E=—, f=—, Lm—.
12 5 17 <

18 15 12
3669. E=—, n=— V6, =2
5 E-s 9= V6 T

3670, £=0, 70, t:-—:"—;<6V3‘+5).

3R \ .
3671. £=0, 72=0, C=8—(1+eos¢). 3672. £=0, n=0, ‘C-;—;.

Rjesenja

3
3611. —

7
3610. —.
12 3’

3612. 4 (4—31n3).
3613*. = Projekcija tela na

2
ravan xOy je krug.

3614. %. Preneti koordinatni

11

podetak u tatku (—, —, 0).
u u,(2 2 o)
1 1

3615, %n i -;n Preéi

na cilindrine koordinate.
5 ®
3616. — R’ -
1: 3617 %
92

3618. —nR?
75 T R2,

1 .
3619*. -—3—1m". Preéi na

sferne koordinate.

a’ 4

20, — . LS |
36 360 3621. zlna

3622. —na’ 3623. g—na’

105
212—
“u. -_—7!26“’ . “25. —"‘-‘———-‘( 4 V_) .
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